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Algebra en Contexto: BACH1106
Guia de Trabajo N° 11

INTRODUCCION
Sistema de Medicién Angular

Nociones previas
En la Geometria Euclidiana, "un angulo” es la unién de dos rayos que no estan en linea recta y tienen el
vértice en comun. Los rayos son sus lados. Su medida « es un nimero tal que 0° < « < 180°

1) En la parte de Trigonometria de nuestra asignatura, consideraremos que "un angulo" es aquel
formado por la rotacion de un rayo que gira sobre su origen.
a) Elrayo en su posicion original se llama "lado inicial".
b) Elrayo en su posicion final se llama "lado final" o "lado terminal".

2) La medida de un angulo es siempre no negativo, pero en Trigonometria es necesario saber en qué
sentido rota el lado terminal. Existen dos sentidos de rotacion, y se considera que:
a) la medida del &ngulo es "positiva" si el lado terminal gira en el sentido antohorario.
b) la medida del angulo es "negativa" si el lado terminal gira en el sentido horario.

lado final

lado fina + lado final
+
vertice o
lado inicial ado inicial lado inicial
Rotacién en sentido Rotacién en el sentido Rotacidn en el sentido
contrario a las manecillas de las manecillas del reloj contrario a las manecillas
del reloj (Angulo positivo) (Angulo negativo) del reloj (Angulo positivo)

Angulos Coterminales

Son aquellos dngulos que tiene el mismo lado
inicial y terminal.

La diferencia entre dos 0 mas angulos coterminales es el nUmero de vueltas sobre el lado inicial. Aqui es
donde se justifica el por qué los angulos trigopnométricos no tienen limites en su magnitud, pues sélo se
diferencian en el nimero de vueltas.



gl -

Cero vueltas

IB - 1;-)(7( >

Ina vueha

Diag waeltas

PARA ANGULOS POSITIVOS

PARA ANGULOS NEGATIVOS

Tenemos: /1 = 3 vueltas + ¢

Luego, para cualquier angulo coterminal y
positivo, podemos deducir que los
angulos siguientes son coterminales

Coterminal de (o) = n vueltas + o (n € N)

Observacion

Si = e y son las medidas de dos angulo coterminales, se verifica que: = —y = 360°n (paran € Z)

Ejemplos

~

Tenemos: & = - 3 vueltas - =

Y, para cualquier &ngulo coterminal y
negativo, podemos deducir que los
angulos siguientes son coterminales

Coterminal de (o) = —nvueltas —a (n € N)

1) Se puede analizar si los dngulos de medidas 1020° y 300° son coterminales, y graficarlos.
Lo mismo con los angulos —935° y —2015°, 1450° y 2370°.

2) Del mismo modo, se pueden determinar los tres menores angulos positivos coterminales, que se

encuentran en el segundo cuadrante y cuyas medidas suman 1590°.

Medida de un Angulo

La unidad mas logica para determinar la medida de un angulo es aquella que estéa relacionada con el
namero de revoluciones (o vueltas) que resultan de la rotacién desde el lado inicial hasta el lado terminal
del angulo.

Se entiende por "nimero de revoluciones" a la razén entre la longitud S del arco que subtiende el
angulo del centro y la longitud de la circunferencia, es decir:

medida del angulo en revoluciones = ;=

27r

Por ejemplo, decimos que la medida de un angulo es igual a "una revolucion”, si el lado terminal di6 una
vuelta completa, o sea que S es igual a la longitud de la circunferencia.

Asi:

1 revolucion (1 vuelta) — 27r — 360° 3 revolucion (3 vuelta) — 7r — 180°



Sistemas de Medida mas usados

A pesar de que esta unidad de medida es la méas natural, en trigonometria los sistemas de medida mas
utilizados son :

1) "El Sistema Sexagesimal": cuya unidad de medida es "el grado sexagesimal"

2) "El Sistema Circular": cuya unidad de medida es "el radian".

Nota
También existe "el Sistema Centesimal”, cuya unidad de medida es el "grado centecimal.
En este sistema de medida la circunferencia mide 400¢ . Es muy utilizado en el ambiente forestal.

Observaciones

1) En una circunferencia de radio r, un "angulo del centro"
es aquel que tiene su vértice en el centro de la
circunferencia.

a) < AOB es un angulo del centro

b) AB es el arco subtendido por el &ngulo

¢) Un arco tiene una medida angular y una medida de
longitud

2) En el sistema sexagesimal, "un grado" es la medida de un angulo del centro que subtiende un arco
de longitud igual a (ﬁ) de la longitud de la circunferencia.
a) 1 revolucion — 360°
b) AB= ﬁ de la longitud de la circunferencia
c) m(AB)=1°
d) 1° =60 minutos sexagesimales
e) 1'= 60 segundos sexagesimales
f) Longitud de la circunferencia de radio r = 27r

3) En el sistema circular, que es el mas usado en Matematica superior, "un radian" es la medida de un
angulo del centro que subtiende un arco de longitud igual a la longitud del radio r de la
circunferencia.

a) 1revolucion — 27 radianes

b) 360° = 27 radianes

) 1radian = (%) ~ 57, 295780
d m < AOB =6 =1 radian

1 radian 2 radianes

Relacién entre grados sexagesimales y radianes

La siguiente expresion nos permite relacionar las unidades de medida en grados y en radianes, siendo «
la medida de un angulo completo.

medida en grados __  medida en radianes

360° 2

Para transformar de radianes a grados:

(medida en grados) — -Tnedida e;rradia”es - 360°

medida en radianes) — 5 27
(medid d ) medlda3§(r)1 grados 9




Ejemplos

1) un angulo de medida igual a 30° corresponde a: % - 2r (radianes) = ¢ (radianes)
2) un angulo de medida igual a 7 (radianes) corresponde a: ? - 180° = 60°
Definicién
En una circunferencia de radio r, "la medida @ en radianes" de un angulo de centro que subtiende un
arco de longitud S, esta dado por: 6 = %
Observar que la expresion 0 = % no depende
del tamafio de la circunferencia:
g_ S _ 8

- - /

r r

Razones Trigonomeétricas
Considerar el AABC, rectangulo en C. Se definen las siguientes seis razones trigonométricas asociadas al
angulo a:

(@) = cateto opuestoaa _ a . (@) = cateto adyacente aa _ b
senla) = hipotenusa c » cos\a) = hipotenusa T ¢ B
tg(a) = catetoopuestoaa g . tg(a) = cateto adyacentea o _ b ¢ .
9\&) = Cateto adyacenteaa ~ b ' ct9\&) = Cateto opuestoaa ~ a
A Lc
. . b
(@) = hipotenusa _c . cosec(a) = hipotenusa _c
seclt) = Cateto adyacenteaa b ’ = Catetoopuestoa o a

Observaciones
1) La figura permite visualizar lo siguiente:

Dado un angulo positivo «, existe unoy sélo un
valor para sen(a), cos(a), tg(a), ctgla),
sec(a) y cosec(a).

Lo anterior pues, por ejemplo:
sen(a) =% =9 =9

c c c

por la semejanza de triéhgulos:
AACB ~ AAC'B' ~ AAC"B"

2) En lenguaje matematico ésto se expresa diciendoque, por ejemplo, sen(a) es una funcién con
dominio en el intervalo 0 < a < § Yy recorrido en algun subconjunto de R.

3) Aplicando el Teorema de Pitagoras a® + b*> = ¢? , se deduce la identidad fundamental:
cos?(a) + sen*(a) =1

4) Existen 3 identidades llamadas "reciprocas” y 3 identidades llamadas "pitagoéricas".

5) Las razones Trigonometricas permiten resolver sélo tridngulos rectangulos o problemas relacionados
con triangulos rectangulos.

6) Para los problemas relacionados con la resolucion de triangulo que no son rectangulos, se utilizan el
"Teorema del Seno" y el "Teorema del Coseno".



Teorema del Seno
Si el A ABC es un tridngulo cualquiera, sus angulos miden o,3 y v,y los lados opuestos a estos
angulos miden respectivamente a, b y ¢, entonces se cumple:

sen(a) _ sen(B8) __ sen(y)

a b - c

Teorema del Coseno
Si el A ABC es un triangulo cualquiera y sus angulos miden «,8 y v, Yy los lados opuestos a estos
angulos miden respectivamente a, b y ¢, entonces se cumple:

a? =b2+c?—2bc-cos(a) ; bP=a’+c?—2ac-cos(B) ; c?=a®+b>—2ab-cos(y)
Angulo de Elevacion Objeto
Si un observador mira un objeto que esta por arriba Pad

de la horizontal que pasa por este observador, el
angulo que forma la linea de su visual con la recta
horizontal que pasa por él, se llama "angulo de .
elevacion". ﬁ

‘
=

Observador

’
Visual ,*
s

Horizontal

v

Angulo de Depresion
Si un observador mira un objeto que esta por debajo & Observador >
de la horizontal que pasa por este observador, el ~J e
angulo que forma la linea de su visual con la recta b
horizontal que pasa por él, se llama "angulo de
depresion”.

Direcciéon de un punto con respecto a otro

En ciertos problemas de navegacién, topografia o
agrimensura, la direccién de un punto Q respecto de
otro P, se expresa en términos del angulo agudo
gue forma la semirecta PQ con el eje norte-sur.
Asi, una direccién de 34° al sureste se anota 34°SE
o también S 34° E

Ejemplo
Resolver el AABC, rectanguloen C, con v=90° 8=30° ; b=55cm.

Solucién

Resolver el triangulo es determinar las medidas de los elementos que faltan, es decir, las medidas de los
lados a,c y del &ngulo « (en este caso). Luego se busca alguna razén trigonométrica que relacione los
datos y nos entregue lo que se quiere calcular.

55 55 55
a) sen(30):?:>c=m=€=55-2:110cm E‘gﬂb
[H
b) a+5+v =180 = a+30+90 =180 = a = 60° a
o) tg(30) =2 = VB — B o a=55,/3cm P c

h=65cm



Ejemplo
Un ingeniero forestal se encuentra a 200 metros de la base de una araucaria y observa que el &ngulo de
elevacioén de la punta del arbol es de 60°. Estimar la altura de la araucaria.

Solucién
Se debe buscar alguna razén trigonométrica que ,
entregue lo que se quiere calcular.

En este caso: .

tg(60) = 5% = y = 200 - tg(60) = 200/3 mts A

Ejemplo

Un barco navega en un sector costero rectilineo, donde existen dos faros F; y F, a 120 km de distancia
entre ellos. En cierto momento, el barco y ambos faros forman un triangulo en el que se observa que el
angulo en F; es 42°3', mientras que el angulo en F, es 68°9'.

¢,Cudl es la distancia del barco a ambos faros en ese momento?

Solucién
Se puede ver que: 4203' = 42,05° 68°9' = 68, 15° .

Ademas, el otro angulo mide 69, 8°.

Asi, aplicando el Teorema del Seno, se obtiene que: Sen(gg 5y — Senl(%% 8 sen(il? 05)

. _ 120-sen(68,15) . _ 120-sen(42,05)
Luego: e (O B 118,68 kms ; Y= " en(o08) 85,64 kms
ACTIVIDADES

Problemas Propuestos (Horas P)
1) Graficar en el plano cartesiano un angulo en posiciéon normal cuya medida es:

a) 60° b) 27 c) —215° d Ir e) —sm
2) a) Expresar en radianes la medida de los siguientes angulos:
150° ; 600° ; 240° ; —425° ; 930° ; 900° ; 1225° ; 3300°.
b) Expresar en grados sexagesimales la medida de los siguientes angulos:
%71' ;2T %W ; %77 ; %W ; %ﬂ' e %77 ;= %77

3) Determinar la medida de un angulo entre 0 y 2= radianes, cuyo lado terminal coincide con

A ida 9 . 14 . 21 . 15 . 19 . 24
la de un angulo que mide: R S - S

4) El planeta Saturno gira alrededor de su eje una vez cada 33 horas, 46 minutos y 10 segundos
(movimiento de rotacion). Calcular el nUmero de radianes que Saturno gira en un segundo.
¢ Cuanto se demora en rotar un angulo de 225°? ¢Uno de - radianes?

5) Una rueda gira 800 revoluciones por hora. ¢ Cuantos radianes gira en una hora?

6) De un triangulo rectangulo ABC, se conocen b =3my [ = 54.6°. Resolver el tridngulo.



7) El minutero de un reloj mide 6 pulgadas de largo. ¢Qué distancia recorre la punta del
minutero en 10 minutos? ¢ Cuanto en 45 minutos?

8) Desde un faro situado a 40 metros sobre el nivel del mar, el angulo de depresion de un barco
es de 55°. ¢ A qué distancia del faro se encuantra el barco?

9) Desde un barco se divisa el alto de una montafia bajo un angulo de elevacion de 60°. Si el
barco se aleja 100 metros, la nueva visual forma un angulo de 30° con la horizontal.
Calcular la altura de la montafia.

10) Calcular la altura de un poste sabiendo que, desde un cierto punto, se ve bajo un angulo de
7°. Si nos acercamos 20 metros, lo veremos bajo un angulo de 10°.

11) Desde lo alto de un globo se observa un pueblo A con un angulo de 50°, y otro B, situado al
otro lado y en linea recta, con un angulo de 60°. Sabiendo que el globo se encuentra a una
distancia de 6 kms del pueblo A y a 4 kms del pueblo B, calcular la distancia entre los
pueblos y la altura a la que se encuentra en globo.

Problemas de Trabajo Individual (Horas M)
1) Un angulo de un tridngulo mide 35° y el otro %71' . Determinar la medida del tercer &ngulo en
grados sexagesimales y en radianes.

2) Un bus viaja a 60 km/h en una curva circular cuyo radio es 1000 mts. Indicar cual es la
medida del angulo en gque se ha desviado en un minuto. Expresar el resultado en grados.

3) Considerar un punto P en el borde de una rueda que tiene un diametro de 30 pulgadas. Si la
rueda da 90 revoluciones, ¢cudl es la distancia que recorre P en una hora?

4) Encontrar la medida en grados y en radianes del angulo obtuso formado por las manecillas
de un relo;j: alas 6:00 hrs : alas 2:00hrs ; alas 21:30 hrs

5) De un triangulo rectangulo ABC, se conocen a =5 mtsy (= 41,7°. Resolver el triangulo.

6) Una cometa esta unida al suelo por un hilo de 100 metros y forma con la horizontal del
terreno un angulo de 60°. Suponiendo que el hilo esta tirante, determinar a qué altura sobre
el suelo se encuentra la cometa.

7) Al observar desde el suelo el punto mas alto de un arbol, el &ngulo de la visual y la horizontal
mide 50°. Desde 12 metros mas atras, el angulo es de 35°. Calcular su altura.

8) Dos observadores, separados 250 metros, ven un globo estatico situado entre elllos bajo
angulos de 72° y 85°. ¢A qué altura se encuentra el globo? ¢A qué distancia del globo se
encuentra cada observador?

9) Tres amigos se paran en un campo de fatbol. Entre Alberto y Pablo hay 25 metros, y entre
Pablo y Camilo hay 12 metros. El angulo formado en la esquina de Camilo es de 20°.
Calcular la distancia entre Alberto y Camilo.



Problemas de Trabajo Individual (Horas A)
1) El extremo de un péndulo de 50 cms describe un arco de 4 cms en su movimiento. ¢En qué
angulo oscila el péndulo?

2) Sinos dicen que una polea de 70cm de radio se desplaz6 en un angulo de medida igual a
140° ¢ En cuantos centimetros se desplaz6?. Si la polea se desplaz6 en 3001cm, ¢cuantas
vueltas di6?

3) ¢ Cuantos giros da una rueda de automévil de 25 pulgadas de diametro al recorrer el vehiculo
una distancia de una milla y media (1 milla = 63.360 pulgadas)?

4) El radio de las llantas de un auto es de 15 pulgadas. Si gira a razon de 4 revoluciones por
segundo, ¢, Cuanto avanza el auto en tres horas?

5) Un avion sale de un aeropuerto y se eleva manteniendo un angulo constante de 10° hasta
qgue logra una altura de 6km. Determina a qué distancia horizontal del aeropuerto se
encuentra en ese momento.

6) Una nave que vuela a altura constante, es observada desde un punto A con un angulo de
elevacion de 30°, y al mismo tiempo, a 10 km en linea recta, es observada desde otro punto
B con un angulo de elevacion de 45°. Determinar las distancias desde la nave hasta Ay B.

7) Dos carreteras rectas se cruzan en un punto P formando un &ngulo de 42°. En un punto R
, de una de las carreteras, hay un edificio que est4 a 368 metros de P; y en un punto S,
de la otra carretera, hay un edificio que estd a 426 metros de P. Determina la distancia
entre Ry S.

TRABAJO INDIVIDUAL DE TAREA (Horas A)
1) La rueda delantera de una bicicleta tiene un diametro de 45cms y la trasera un diametro de
65cms. ¢,Qué angulo en radianes gira la rueda delantera, si la trasera gira 8 radianes?

2) Un dirigible que esta volando a 800 metros de altura, distingue un pueblo con un angulo de
depresidn de 12°. ¢ A qué distancia del pueblo se encuentra el dirigible?

3) Una persona se encuentra en la ventana de su apartamento que esté situada a 8 metros del
suelo, y observa el edificio que est4 al frente de la siguiente forma: la parte superior con un
angulo de elevacion de 35°, y la parte inferior con un angulo de depresion de 43°. Determina

la altura del edificio.
]

4) Con los datos del grafico, calcular los angulos
gue forman las cuerdas con el techo y la
distancia que existe entre los puntos Ay B

— =

5) Dos barcos Ay B salen a las 12 : 00 horas desde un mismo punto, alejandose uno del otro
2

con un angulo de ;7. Si los barcos se desplazan en linea recta a 6 km/h y 4 km/h,

respectivamente, ¢a qué distancia esta uno del otro a las 16 : 00 hrs.?
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Algebra en Contexto: BACH1106
Guia de Trabajo N° 12

INTRODUCCION
Sistema de Medicién Angular
Angulos en posicién estandar o normal

Dado un sistema de coordenadas rectangulares, un
angulo se dice "en posicién estandar" 6 "normal" lado terminal

cuando el vértice del angulo esta en el origen del \
sistema coordenado y su lado inicial coincide con el K -
semi-eje positivo de las abscisas (eje z). verticeé | |ado inicial  *

Observaciones

1) Un éangulo pertenece a un cuadrante determinado si su lado terminal estd o queda en dicho

cuadrante

2) Si el lado terminal de un angulo coincide con uno de los semi-ejes, se dice que "el angulo es
cuadrangular" o "cuadrantal"

3) Los angulos son orientados y tienen signo

4) Existen angulos coterminales positivos y negativos

5) A cada medida de un angulo orientado en posicién normal le corresponde un Unico lado terminal.
A cada lado terminal de un angulo en posicidon normal le corresponde una infinidad de medidas
angulares signadas que difieren en multiplos de 360° (o0 27 rad.)

Observar que por cada medida de un angulo,
existira un rayo que sera su lado terminal y, dicho
rayo, obligadamente tiene que intersectar a la
circunferencia de radio 1 en un punto P( ), llamado
"Punto Terminal".

P(e) = (my) v

Funcién Seno, Funcién Coseno y Funcién Tangente

Las funciones trigonométricas son funciones muy utilizadas en las ciencias naturales para analizar
fenédmenos periddicos, tales como: movimiento ondulatorio, corriente eléctrica alterna, cuerdas
vibrantes, oscilacion de péndulos, ciclos comerciales, movimiento periodico de los planetas, ciclos
bioldgicos, etc.

Funcién Seno

“La Funcion Seno" se define como:
sen: R — R, tal que sen(xz) = coordenada y del punto terminal P(6)

Graficade la Funcién Seno

TN, ¥
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ral= -



Caracteristicas de la Funcién Seno

1) Dom(sen) =R ; Rec(sen)=[—1,1]
2) Es periddica de periodo 27 . Por ello: sen(z + 2m) = sen(x) , Vx € R
3) Esunafuncion impar, ya que sen(—x)= —sen(z) , Vz € R

4) Los ceros de la funcion sonlos = nw ,con n€ Z
5) La amplitud de la funcion es 1 (el maximo de la funcion es 1y el minimo es — 1)

Funcién Coseno
"La Funcion Coseno" se define como:
cos: R — R, tal que cos(xz) = coordenada = del punto terminal P(6)

Graficade la Funcion Coseno
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Caracteristicas de la Funcidon Coseno

1) Dom(cos) =R ; Rec(cos)=[—1,1]

2) Es periddica de periodo 27 . Por ello: cos(x + 2m) = cos(z) , Vx € R

3) Esunafuncion par, ya que cos( —z) = cos(z) , Vz € R

4) Los ceros de la funcion sonlos == nr+ 3 ,con nec”Z

5) La amplitud de la funcion es 1 (el maximo de la funcion es 1y el minimo es — 1)

Nota
De acuerdo a la posicién del punto P( 8 ) en los diferentes cuadrantes, las funciones seno y coseno
pueden ser positivas 0 negativas.

1) Si P() esta ubicado en el 1¢"cuadrante : sen(f) >0 'y cos(d) >0
2) Si P(9) esta ubicado en el 2° cuadrante: :  sen() >0 y cos(f) <0
3) Si P(Y) esta ubicado en el 3% cuadrante : sen(f) <0 'y cos(f) <0
4) Si P(0) esta ubicado en el 4° cuadrante: :  sen(d) <0 y cos(d) >0

Funcién Tangente
"La Funcién Tangente" se define como:
tg: A — R, tal que tg(x) = cuociente entre la coordenada y y la coordenada « del punto terminal P(6)

donde: A={zcR/x#nr+7 ,conneZ}
Gréfica de la Funcién Tangente
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Caracteristicas de la Funciéon Tangente
1) Dom(tg)={z€R/z#nr+% ,conneZ}=R—{(2n+1)-7/neZ}

Rec(tg) =R
2) Es periédica de periodo = . Por ello: tg(x +m) =tg(x) , Ve € A
3) Es una funcion impar, ya que tg(—z) = —tg(z) , Ve € A

4) Los ceros de la funcién sonlos z = nm ,con ne Z

Curvas Sinusoidales

Muchos problemas practicos involucran funciones trigonométricas, especialmente las funciones seno y
coseno. A continuacién se estudiard un modelo mas general de dichas funciones que se definen por:

1) f(z)=Asen(Bx+C)+D ,conA,B,C,DeR , B#0

2) f(x)=Acos(Bx+C)+D ,conA, B,C,DeR , B#£0

Elementos de las Funciones Sinusoidales
Para estas funciones se definen los siguientes elementos, que resultan fundamentales en la
caracterizacion fisica de fenédmenos que ellas modelan y en el andlisis grafico de la funcion:

1) | A] llamada "amplitud de onda": determina el valor maximo de la funcién

2) B llamada "frecuencia angular"
a) Si 0< B <1, lagréfica de la funcidn basica de seno o coseno se alarga
b) Si B> 1, lagréfica de la funcién basica de seno o coseno se comprime

Nota: la frecuencia angular cambia el periodo de las funciones seno y coseno

3) |21§| corresponde al Periodo de las funciones sinusoidales

4) C llamado "angulo de fase inicial": indica el desplazamiento horizontal de la funcién.

5 - % corresponde al "desplazamiento de fase" o "desfase"

6) Resolviendo la cadena de desigualdades 0 < Bz + C <27 se puede encontrar un intervalo que
contenga exactamente un ciclo de la funcién

7) D corresponde a "la traslacion vertical"

Ejemplo
Dada la funcion: flz)= —3sen(2x+ §)+1
1) Amplitud: |Al=| -3]=3

2) Periodo: P= & =nx
3) Angulo de desface: — % = — % (desplazamiento horizontal)

4) Desplazamiento vertical: D =1 (una unidad hacia arriba)

5) Intervalo que contiene un ciclo
0<2z4+5<2r /-2
0<d4x+mw<d4r /-

— 7 <4x < 3w /4
—I<p <3



ACTIVIDADES

Problemas Propuestos (HorasP)

1

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Determinar, en cada caso, el cuadrante en que se halla P(6), s

a) sen(f) < 0 A tg(d) >0 b) tg(0) >0 A sec(d) >0
c) cos(@) >0 A csc(f) >0 d) sec(d) <0 A tg(d) >0
e) ctg(f) <0 A cos(f) >0 f) sen(f) >0 A ctg(d) <O

Para un angulo de medida 6, el punto P(f) se encuentra situado en el lado terminal de un
anguloen posicion estandar. Determinar el valor de las seis funciones trigonométricas
correspondientes al valor de 4, si:

a) PO)= (-3 -1) b) P©) =1, - 1) ¢) P(6) = (5, —12)

Dado el punto P(a) = (5, —12) , ubicado en el lado terminal de un angulo en posicién
normal, encontrar el valor de 13 sen(a) cos?(a) — 5tg(a).

Determinar los valores de las otras 5 funciones trigonométricas para la medida del angulo
dado, si se sabe que:

a) sen(d) =2 , P(0) € II cuadrante b) tg() = — 3 ) P(6) € II cuadrante

c) cos(f) = 17 , P(6) € IV cuadrante d) sec(d)= — 7 , P(0) € III cuadrante
Determinar el valor de las siguientes expresiones:

a) sen(495°) + 5 sen(180°) + cos(30°)  b) 3sen(570°) — cos(420°)  c) 256”(?32?;383)8(1800)

5 sen(0)+7 cos(0)

Determinar el valor de 6cos(0)—3sen(d)

.Sl tgl0)= -5 y T <O<nm
3 3
Simplificar la siguiente expresion: %
Para las siguientes funciones sinusoidales, encontrar: amplitud, periodo, angulo de desface,
desplazamiento horizontal y vertical (si lo hay), intervalo que contiene un ciclo y gréfica.

a) y = sen(4x) b) f(z) =1—3sen(2z — )
c) y= tcos(x) d) f(z) =3 sen(3z - 7)
e) y= —sen(z— %) f) f(z)=2sen(2z —1)+4

Una particula de luz viaja por el espacio realizando una trayectoria de tipo sinusoidal. Los
astronomos han determinado que la trayectoria esta dada por: f(t) = 5sen(2t — )

a) Determinar la amplitud, la frecuencia angular, el periodo T y el angulo de desfase.

b) Trazar la grafica en el intervalo [0, 27] .

10) Un peso de 6 libras que cuelga del extremo de un resorte, se estira %de pie por debajo de

la posicion del punto de equilibrio y después se suelta. Si no se deprecian el roce y la
resistencia del aire, ladistancia = en que el peso se desplaza de su punto de equilibrio con
respecto al tiempo ¢ (en segundos), esta dada por: x = %cos(St) .

Encontrar la amplitud y el periodo de esta funcion y graficar para 0 <t < 7.



Problemas de Trabajo Individual (Horas M)

1) Para un angulo de medida 64, el punto P(f) se encuentra situado en el lado terminal de un
angulo en posicién estandar. Determinar el valor de las seis funciones trigonométricas
correspondientes al valor de 6, si:

a) P(O)=(-1,V/3) b) P(0) = (3,4) c) P(0)=(6, —8)

2) Dado el punto P((3) = (7, — 24) ubicado en el lado terminal de un &ngulo de medida ( en
posicién normal, encontrar el valor de:  3tg*(3) — 5 cos?(f3) .

3) Determinar el valor de las otras 5 funciones trigonométricas para la medida del angulo dado,
si se sabe que:

a) ctg(d)= —1, P(0) €IV cuadrante b) sen(d) = — @ , P(9) € III cuadrante
c) csc(d) =+/2 , P(6) € II cuadrante d) cos(9) =1 , P(6) €IV cuadrante

4) Determinar e el valor de las siguientes expresiones:
a) sen(45°) + sen(135°) + sen(225°) + sen(315°)
C) 2cos(120°) 4+ 3 ¢tg(120°) 4+ 5tg(150°) - cos(450°)

b) 2 sen(495°) cos(780°)
c0s(540°)+ sen(765°)

5) Para las siguientes funciones sinusoidales encontrar: amplitud, periodo, &ngulo de desface,
desplazamiento horizontal y vertical (si lo hay), intervalo que contiene un ciclo y gréfica.

a) Y= —4@03(3}—%) b) y:4608(g—2$)
C) y:sen(a:—g)—Q d y= —%sen(Sx—E)
e) y=3cos(2x+1I) fy y= —3sen(iz+3)-2

6) Un generador produce una corriente alterna dada por I = 30 sen(120t), donde ¢ es el tiempo
transcurrido en segundos.
a) ¢Cuadles es la amplitud y el periodo de esta funcién?
b) ¢Cudl es la frecuencia? (o0 sea, ¢,cuantos ciclos se completan en 1 segundo?)

Problemas de Trabajo Individual (Horas A)
1) Encontrar el valor de las 5 funciones restantespara el angulo dado, segun lo indicado:

a) cos(f) = — 4 , con @ € II cuadrante b) tg(e) =2 ,con « € I1Icuadrante

ctg?(0) — 4

2) Simplificar la siguiente expresion: 2 (0)—ctg(0)

3) Para las siguientes funciones sinusoidales, encontrar: amplitud, periodo, angulo de desface,
desplazamiento horizontal y vertical (si lo hay), intervalo que contiene un ciclo y graficar.

a) yzQsen(4x—§)+3 b) y= —5sen(§x+§)
C) y= 2sen(3x — g) d y= — 003(21: + %)
e) y=3cos(z+F) f) y=>5cos(mx—3)+2

4) La temperatura T'del aire en una cierta ciudad (en grados centigrados), en un dia de
primavera, esta dada por la funcién: T =15+ 6 sen(<5> ), donde ¢ es el tiempo medido
en horas a partir de la medianoche.

a) ¢Cual es la temperatura a las 8 horas; a las 12 horas; a las 6 de la tarde?

b) Representar graficamente la funcion.
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INTRODUCCION

Identidades trigonométricas

"Las identidades trigonométricas" son igualdades que involucran funciones trigopnométricas, y son ciertas
para cualquier valor que se asigne a los angulos para los cuales estan definidas estas igualdades.

Estas identidades son siempre (tiles para cuando necesitamos obtener ciertos resultados que tienen
incluidas funciones trigonométricas. Las identidades trigopnométricas nos permiten escribir una misma
expresién de diferentes formas. Se utilizara la factorizacién, denominadores comunes, etc., en conjunto
con las identidades trigonométricas.

Identidades Fundamentales Basicas

1) sen?(0) + cos*() =1 , VOeR

2) 1+tg*(0) = sec?(0) , VOeR

3) 1+ ctg*(0) = esc?(0) , VOeR

4) tg(0) = 23 , VOER talque 0+ (2k+1)T, ke

5) ctg(f) = Ziff(%)) , VOeR talque O#km,keZ

6) tg(f) - ctg(h) =1 , de donde se obtienen:  tg(0) = g 5 ctg(d) = 45

7) cos() - sec(f) =1 , de donde se obtienen: cos(0) = 3601(9) ;o sec(f) = m:@
8) sen(f) - esc(f) =1 , de donde se obtienen : sen(f) = (:s}:(()) ;i cse(f) = W

Identidades Trigonométricas para Sumas y Diferencias de Angulos

Paratodo a,B€eR:

1) cos(a — B) = cos (a) cos (B) + sen () sen () 2) cos(a + fB) = cos(a) cos(B) — sen(a) sen(f)
3) sen(a + B) = sen(a) cos(B) + cos(a) sen(f) 4) sen(a — B) = sen(a) cos(fB) — cos(a) sen(fB)
5 o - 2t 0 e =l

yis

Identidades Trigonométricas para Diferencias con —-

Paratodo o € R:

1) cos(% - a) = sen(a) 2) sen(% - a) = cos(a) 3) tg(% - a) = ctg(a)



Observaciones
1) Se dice que "dos funciones f y g son cofunciones" ssi f(§ —0)=g(0) , VOER.

2) a) Lasfunciones seno y coseno son cofunciones

b) Las funciones tangentey cotangente son cofunciones
Identidades Trigonométricas para Angulo Opuesto
Paratodo a € R:

1) cos(— a) = cos(a) 2) sen(—a)= — sen(a)

Identidades Trigonométricas para Angulos Dobles

Paratodo o € R:

1) cos(2a) = cos*(a) — sen?(a) 2) cos(2a) =2 cos*(a) —1 3) cos(2a) = 1 — 2 sen?(a)
4) sen(2a) = 2 sen(a) cos(a) 5) tg(2a) = %

Identidades Trigonométricas para Angulos Medios

Paratodo o € R:

1) sen(-4-) = &y /Lelel 2) cos(§) =4/ ) t9(5) = =/
a 1—cos(a @ sen(a
a) tg(-4) = ool 5) t9(-5-) = ity

Ecuaciones Trigonométricas

"Una ecuacion trigonométrica” es una ecuacion en la que la variable es o forma parte del argumento de
una o mas funciones trigonométricas.

Observaciones

1) Para resolver una ecuacion trigonométrica se utilizan principalmente las identidades trigonométricas.
2) Se deben chequear las respuestas obtenidas y aceptar sélo las que satisfacen la ecuacion original.
3) Se debe considerar que las funciones trigonométricas repiten su valor en dos de los cuadrantes.

4) En las soluciones generales, se deben considerar los periodos de las funciones trigonométricas.

Ejemplos
Resolver las ecuaciones siguientes:

1) 2sen(z)=1= sen(z)=1 = axz=arcsen(}) = x1=30°+ 360°% A z5=150° + 360°

2) 2tg(x)—3ctg(z) —1=0 = 2tg(x)—%—120 = 2tg*(z) —tg(x)—3=0

Considerando la ecuacion como una de segundo grado en términos de tg(x), se obtiene:
tg(x) =3 = z=arctg(3) tg(x)= —1 = z =arctg(— 1)
= = =56,31°+ 180° = x = 135°+ 180°k

3) Enelintevalo [0,2n]:

2sen () cos(z) = sen(x) = 2sen(z)cos(x) —sen(z) =0 = sen(x) [QCos(x) - 1} =0

= sen(xz) =00 cos(z) = 1

— . — T . o7
:>xr—0,’ﬂ' x—313

Porlotanto: z=0 ; = ; % ;



ACTIVIDADES

Problemas Propuestos (Horas P)
1) Determinar el valor numeérico de la expresion dada:
a) sen? (%) + cos? (%)
C) sen(%”) + cos(%) + tg(%”)
e) tg*(5) +2tg*(})

b) sen(%ﬂ) + tg(%w) — cos(% 7T)
d) 2csc?(45°) — 3 sec?(30°)
) [tgCF) + sen(F)] cos(F)

2) Dado que tg(a) = 2 con P(a) e III cuadrante, y ctg(3) = — 2% con P(3) e IV cuadrante,

3

determinar el valor de cada expresion:
a) sen(a+ f) b) cos(a—p)
d) cos (20) e) sec(30)

3) Demostrar las identidades siguientes:
a) (1—sen(a))(sec(a) + tg(a)) = cos(a)

c) [sec(a) — cos(a)] cos(a) = sen?(a)
e) tg(a) + ctg(a) = sec(a)cse(a)
9) [cos(0) — sen(0)]? + 2 sen(d) cos(d) =1

i) sec’(¢) csc?(¢) = [tg(d) + ctg(¢)]?

1— cos(f)
1+ cos(B)

K) [csc(B) — ctg(B))* =

m) [sen(t)lciz(ctT)La)cos(t)]2 + [se7z(t)1(:(r)ig3(4tr)sen(t)]2 =1

4) Resolver las siguientes ecuaciones trigopnométricas:
a) cos’(x) = cos(x) + sen?(x)

c) sen®(x) — cos*(z) =4
e) 2cos(xz)=1

9) tg(2x) = —tg(x)

) 3tg’(2) +5 = i
K) 2sen?(%)—3sen(%)+1=0

m) 2tg(x) —3ctg(z) —1=0

Problemas de Trabajo Individual (Horas M)

1) Dado que cos(a)= —3

cuadrante, determinar el valor de cada expresion:
a) sen(a—p) b) cos(a+f)
d) t9(5) e) tg(a+p)

conP(a) € II1 cuadrante y cotg(B) =

12

c) tg(2a)
f) sec(a+ f)
b) ctg(0) + tg(0) = csc(0) sec(0)

d) = 2sec?(0)

1 1
1+ sen(6) + 1— sen(6)

f) 1—2sen?(6) =2cos?(f) —1

sen(6) 1+ cos(f) __
h) 1+ cos(6) + sen(d) T 2 CSC(H)

i) tg(a)—ctg(a)

= 2
tg(a)+ ctgle) — 2sen*(a) — 1

) ctg(B) + csc(B) = 1f@£&%}

sen(p)  _ _ tg(y)
n) lfcu:zgo) - *1“1’18\50(@)

b) cos?(x) — 3sen®(z) =0
d) 2cos(z) = 3tg(x)

f) 2sen(2z) = /3

h) sen(z) +2ctg(z) = %
i) sen(z)+ cos(z) =1

) 2cos*(x) +3sen(z) =0

n) sen(2x) - cos(w) = 6 sen®(x)

— ZconP(B) eIV

c) sen(20)
f) cos(a— )



2) Determinar el valor de las restantes funciones trigonométricas, si se sabe que:
a) tg(B) = — 1, con P(B) € II cuadrante
b) cos( 13 con P(a) € IV cuadrante

Oé) 17
c) sen(6) = — 2, con P(6) € II1I cuadrante

13

3) Demostrar las siguientes identidades trigopnométricas:

a) cos*(0) — sen*(0) = cos?(0) — sen?(0) b) tg[(ZE)CQ(iL_(i])iito(g()a) = sen(a)

c) csc®(a) —ctgb(a) =1+ 3cscd(a)ctg?(a)  d) sect(B) —tg*(B) = 1+ 2tg*(B)
e) cos(a+ ) cos(B) + sen(a+ B) sen(3) = cos(a) f) csc?(0) + ctg?(0) +1 = #9(0)
0) cos(2a)cos(a) + sen(2a) sen(a) = cos(a) h) [cos(§) — sen($)]* =1 — sen(w)

4) Resolver las siguientes ecuaciones trigonomeétricas en el intervalo [0, 27] :

a) 2cos?’(w) +4sen?(r) =3 b) sen(2z)sen(x) + cos(z) =0
c) (2sen(z) —1)(cos(z) — /2) =0 d) 2sen?(z) =1— cos(z)

e) /3 sen(z) — sec(x) cos®(z) =0 f) 2cos(z)+ sec(z) —3=0

g) cos’*(2x) + 3sen(2x) =3 h) sec?(z) —tg(x) =1

i) 6cos?(x) — sen(z) —4 =0 ) sen(2x) + sen(z) =0

Problemas de Trabajo Individual (Horas A)
1) Demostrar que :

a) ctg(2x) = %zx) b) cost(x) — sen(x) = cos(2x)
C) lt%&(f;) =1+ 1 sec(z) cse(x) d) sen(8x) =2 sen(4x) cos(4x)
2) Suponer que cos(z) = %, con P(z) € IV cuadrante. Hallar: sen(%), cos(%), tg(%)

3) Hallar el valor de cos(22,5°) utilizando identidades.

5

4) Dado que sen(a) =2, con P(a) € Il cuadrante y cos(8) = 3,

determinar el valor de cada expresion:

con P(p) € I cuadrante,

a) cos(2p) b) sen(§) c) cos(a+f) d) tg(a—p)
5) Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0, 27] :

a) [1+tg(z)][1+2sen(3z)]=0 b) sen’(x) =6 — sen(x)

c) [tg(z) —1][tg(x) + 3] = 2tg(x) d 2 S€’I’L2(§) =1

e) [cos(x) —1]cos(z) = — f) tg(x) —ctg(x) =0

=
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Funcidnes Trigonométricas Inversas
INTRODUCCION
Funcion Inversa de la Funcion Seno

La funcion "seno inversa principal" es la funciéon
definida por:

s

[_27
=

arcsen : [—1,1] —
arcsen(x)

7] tal que
& sen(a) =x
Su gréfica es simétrica con la gréfica de la
funcién seno principal, con respecto a la recta
de ecuacion y = x

Funcién Inversa de la Funcion Coseno
La funcién "coseno inversa principal" es
funcion definida por:

arccos : [—1,1] — [0, 7] tal que

arccos(z) =a < cos(a) ==z
Su grafica es simétrica con la grafica de la
funcion coseno principal, con respecto a la
recta de ecuacién y = x

arc sen X

ac cosX

Funcién Inversa de la Funcion Tangente L Y
La funcidon "tangente inversa principal" es la
- - 2
funcion definida por. . rmmmmmmmmsseees ;;'/_‘;;:
arctg: R — (- 3, %) tal que e
arctg(z) =a < tgla) ==z
. o . R
Su grafica es simétrica con la grafica de la
funcion tangente principal, con respecto a la
recta de ecuacion y =z arc tag x
Caracteristicas de las Funciones Trigonométricas Inversas
Funcién inversa | Dominio Recorrido Continuidad | Monotonia
y = arcsen(z) [—1,1] [-Z,7] continua creciente
y = arccos(z) [—1,1] [0, ] continua decreciente
y = arctg(z) R (=3%.%) continua creciente
y = arcctg(x) R (0, )
y = arcsec(x) R—(-1,1)|[-m —-3)U]0,3)
y = arccse(x) R—(-1,1)|(=m —3]U(0,5]




ACTIVIDADES

Problemas Propuestos (Horas P)

1

2)

3)

4)

5)

6)

Determinar o en cada uno de los siguientes casos:

a) sen(a)=0,63465 ,P(a)ecllc b) tg(a) = —1,42814 , P(a)ellc
Determinar, en cada caso, los dos valores correspondientes a la expresion dada.

a) arcsen(—0,37460659) b) arccos(—0,587785253) c) arctg( —0,72654252)
d) arcsen(—0,25881904) e) arccos(—0,987688340) f) arctg( — 0,24932800)
Determinar el valor de:

a) cos(arcsen(3)) b) /7 tg(arcsen(3)) + \/5 cosec(arccos(3))
c) cos[2arcsen(})] d) sen[arcsen(}) + arccos(3)]

¢Es posible hallar z en la expresion arcsen(3) — arcsen(-7) ?

Hallar el valor de: a) sen(arcsen(3)) b) arcsen(tg(3r))

Una antena, colocada verticalmente en la punta de una torre de 25 metros de altura,
subtiende un angulo igual a arccos(0,995) desde un punto A, ubicado a 35 metros de la
base de la torre. Determinar la altura de la antena.

Problemas de Trabajo Individual (Horas M)

1)

2)

3)

Determinar « en cada uno de los siguientes casos:
a) cos(a) = —0,656 ,P(a)ellc b) tg(a)= —2 ,Pla)eIVc

Determinar, en cada caso, los dos valores correspondientes a la expresion dada.

a) arcsen(—0,92718385) b) arccos(—0,275637355) c¢) arctg( — 0,90040404)
d) arcsen(0,84804809) e) arccos(0,484809620) f) arctg( —1,60033452)
g) arcsen(0,97437006) h) arccos(0,994521895) i) arctg(4,70463010)

Una valla rectangular de 6 metros de altura se instala verticalmente en la parte superior de
un edificio, con su base inferior a una altura de 20 metros. Si un observador estd a una
distancia x desde el pie del edificio, expresar, en funcion de z, el &ngulo subtendido por las
rectas que van desde el ojo del observador a las bases superior e inferior de la valla.

4) Calcular el angulo de elevacién del Sol sobre el horizonte, sabiendo que una estatua

proyecta una sombra que mide tres veces su altura.

Problemas de Trabajo Individual (Horas A)

1)

2)

3)

4)

5)

Determinar a en cada uno de los siguientes casos:
a) sen(a)= —0,829 ,P(a)elllc b) cos(a)= —0,659 ,P(a)ellc

Determinar, en cada caso, los dos valores correspondientes a la expresion dada.

a) arcsen(0,99939082) b) arctg(3,27085261)c) arccos( —0,97020295726)

d) arcsen(0,75470958) e) arccos(0,573576436) f) arctg( —2,90421087)

g) arcsen( —0,65605902) h) arccos(—0,66913606) i) arctg(6.31375151)
Calcular el valor de:

a) arcsen(}) + arccos(@) b) tg(arccos(t)) c) seclarcsen(g;) — arctg(3)]

Determinar los angulos (comprendidos entre 0°y 360°), cuyo coseno valga —0,5.

Hallar el valor de z , para el cual tg(2xz +1) =1



